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Valori decimali abbreviati e arrotondati. 


Nota del Socio 6. PEANO. 


Per valore approssimato ad n cifre decimali di un numero 
reale a si suole intendere l’uno o l’altro dei due valori che in¬ 


dicherò con nomi diversi : 

Il valore abbreviato ad n 
cifre decimali di a si ottiene 
cancellando le cifre che se¬ 
guono quella di ordine n. 


Il valore arrotondato ad 
n cifre decimali di a si ottiene 
cancellando le cifre che se¬ 
guono quella di ordine n, e 
aumentando questa di una 
unità, se la prima cifra can¬ 
cellata è 5 o maggiore di 5. 


Alcuni Autori usano i valori abbreviati, ma la maggio¬ 
ranza preferisce i valori arrotondati, e quasi tutte le tavole dei 
logaritmi e simili adottano questi. E siccome nessuno dà ra¬ 
gione del suo operare, la scelta pare una questione di gusto. 
Per rilevare una dilferenza oggettiva fra i due metodi, esporrò 
sotto forma parallela le regole dei calcoli numerici sui due va¬ 
lori approssimati. 

Un numero reale è dato per approssimazione, quando è 
dato un intervallo cui esso appartiene. Le notazioni : 


a b, a*~b , a~*b , a H ò 

indicano l’intervallo da a a b, gli estremi a e b essendo esclusi, 
o compreso il primo, o il secondo, o tutti e due. Questa nota¬ 
zione figurata è molto comoda e discretamente diffusa. 








4 


GIUSEPPE PEANO 


Per distinguere i numeri decimali esatti dagli approssimati 
si sogliono usare dei punti. Volendo stabilire un parallelo fra i 
due metodi, introduco qui le notazioni : 


1-28.. = l-28 K l-24 

cioè con una scrittura della 
forma l - 23.. indico l’intervallo 
da l‘23 incluso ad 1 '24 escluso; 
esso ha per ampiezza l’unità 
dell’ultimo ordine decimale, e 
123 ne è il limite inferiore. 

Esempio : 

]/2 e 1-41.. 

significa : 

l‘41 < V2 < 141 H- 1/100 


1-23:: = 1225-1-235 

cioè con una scrittura della 
forma 123:: indico l’intervallo 
da 1225 incluso ad l'235 
escluso; esso ha per ampiezza 
l’unità dell’ultimo ordine de¬ 
cimale, e l - 23 ne è il punto 
medio. 

12 e 1*41:: 


I 1 41 — 1/200 -S V2 < 1 41 -f 1/200 


11 simbolo e nella formula precedente si può leggere “ è 
ed indica la proposizione singolare. Non si può confondere col 
segno =, perchè da “ 1*41 e 1*4.. „ e da “ 142 e l’4.. „ non 
segue “ 141 = l’42 *. 

Parimenti: 

V5 e 2 23.. | f5 € 2*24:: 


si può leggere : 

Il valore abbreviato di II valore arrotondato di 

V5 a 2 decimali è 2 23. V5 a 2 decimali è 2'24. 

Si hanno le proprietà seguenti: 


§ 1. — Abbreviazioni ripetute. 

Il valore abbreviato di II valore arrotondato di 

un valore abbreviato è un va- un valore arrotondato noti è 
lore abbreviato. sempre un valore arrotondato. 
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Così il numero 0"445 arrotondato a due decimali diventa 


0'45, e questo arrotondato ad 
il valore arrotondato ad una 
posto è 0"4. 

§ 2. — Somma di due 

1-41..+ 2-23.. = 364-3-66 

Il valore abbreviato a 
2 decimali di questa somma 
è uno dei due numeri 3"64, 
ovvero 3"65. 

In generale : 

Il valore abbreviato ad 
n decimali della somma di 
due numeri è la somma dei 
loro valori abbreviati, o que¬ 
sta somma aumentata di una 
unità dell’ ultimo ordine de¬ 
cimale. 

La somma dei valori ab¬ 
breviati è il limite inferiore 
della somma degli intervalli 
che essi definiscono. 

§ 3. — Prodotto di di 

Sia a calcolare 
1-41.. X 2-23.. 

Se moltiplico i valori ab¬ 
breviati dei due numeri, ho il 
limite inferiore del prodotto 

1-41 x 2-23 = 3'1443. 


1 decimale diventa 0'5, mentre 
cifra decimale del numero pro¬ 
numeri approssimati. 

1-41::+ 2-24:: = 3-64^3-66 

Il valore arrotondato a 
2 decimali di questa somma 
è uno dei tre numeri 3"(>4 o 
3-65 o 3-66. 


Il valore arrotondato ad 
n decimali della somma di 
due numeri è la somma dei 
loro valori arrotondati, o que¬ 
sta somma aumentata o dimi¬ 
nuita di una unità dell’ultimo 
ordine decimale. 

La somma dei valori ar¬ 
rotondati è il punto medio 
della somma degli intervalli 
che essi definiscono. 

numeri approssimati. 

Sia a calcolare 
1*41:: x 2-24:: 

Se moltiplico i valori ar¬ 
rotondati ho un valore appar¬ 
tenente all'intervallo prodotto 
(non il punto medio) 

1-41 x2-24 = 3-1584. 
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Il limite superiore del 
prodotto vale 

(l'41 —f-0*01)x(2*23-j— 0*01) 
che si calcola così: 

1-41 X 223 = 3-1443 

1- 41x001= 141 

2- 23x0-01= 223 

0-01x0-01= 1 

limite superiore = 3"1808 


Quindi 

1-41..X223.—3 1443^3-1808. 

In pratica si suol dire 

1-41.. x 2-23.. 0 3-1.. 

Il prodotto dei due inter¬ 
valli (o numeri approssimati) 
è contenuto nell’intervallo 3"1.. 


PEANO 

Il limite inferiore del pro¬ 
dotto vale 

(1-41 — 0"005)X (2-24 - 0-005) 

che si calcola così: 

1-41 X2-24 = 3-1584 

— 1-41 x0-005 = — 705 

—2-24 xO'005 = — 1120 

-(-0-005x0-005= 25 

limite inferiore = 3" 140175 

Il limite superiore vale 

(1 -41 + 0-005) X (1-25 -f 0-005) 

che si calcola così: 

1-41 X2-24 =3-1584 

1- 41 x 0-005= 705 

2- 24 X 0-005= 1120 

0-005x0-005= 25 

limite superiore = 3*176675 

Quindi 

1-41:: X 2-24:: 

= 3-140175^3-176675. 

In pratica si suol dire 

1-41:: X 2-24:: o 3-1:: u 3 2:: 

11 prodotto dei due inter¬ 
valli è contenuto nell’inter¬ 
vallo composto dagl’intervalli 
definiti dai valori arrotondati 

3-1 e 3-2. 


Il fatto che questo prodotto di due numeri abbreviati è 
contenuto nell’intervallo definito da un solo numero abbreviato, 
mentre il prodotto dei numeri arrotondati è contenuto nell’in- 
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tervallo composto da quelli definiti da due numeri arrotondati, 
è un caso; cambiando i fattori, si può anche avere l’opposto. 
E però sempre vero, che mentre il prodotto dei limiti inferiori, 
o valori abbreviati, è il limite inferiore del prodotto, invece il 
prodotto dei valori medii, o valori arrotondati, non è il valore 
medio del prodotto. 

L'ultima formula scritta contiene il segno o, che si può 
leggere “ è contenuto „, e che indica la proposizione univer¬ 
sale: e a destra c’è il segno u che indica l’intervallo composto. 
I segni e, j, u appartengono alla Logica Matematica. 


§4. — Simboli. 


Per passare alle regole aritmetiche un po’ più complicate, 
introduco nuovi simboli. Uso il segno romano X per indicare 
dieci, o la base del sistema di numerazione. Quindi X — " signi¬ 
fica “ l’unità decimale di ordine n 

Essendo a un numero reale, positivo o negativo, pongo: 


Va = valore intero (o 
parte intera) di a, cioè quel 
numero intero (positivo o ne¬ 
gativo) x tale che 

x <; a <C x -)- 1. 


W a = valore intero ar 
rotondato di a, cioè quel nu 
mero intero x tale che 

x — 1/2 a </ x 4- 1/2, 
cioè 

Wa = V (a-f-1/2). 


Indicando n un numero intero, positivo o negativo, porremo : 


V„ a = valore abbreviato 
ad n decimali di a; si può de¬ 
finire cosi : 

V n a = X - " V (X”a). 

Si ha 

V 0 «±= Va. 


W n a = valore arroton¬ 
dato ad n decimali di a; si 
può definire così: 

W,« = X - " W (X" a). 

Si ha 

W 0 a = Wa. 
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Se a è un numero reale, 
V„a è un numero con n cifre 
decimali. Usando i simboli del 
Formulario si ha: 

aeq.o.V„aenx X - ". 

Viceversa, se è è un nu¬ 
mero con n cifre decimali, 
porremo 

V'„ è = è + ((TI) X—. 

V'„ b rappresenta l'inter¬ 
vallo di ampiezza X~”. e il 
cui limite inferiore è b. Si ha: 

V„ V'„ b = b 

x e V'„ V* a • = • V„ x — V n a. 

Esempio : 

V' 2 123 = 123.. 


Parimenti : 

«€q . Q . W 11 aenxX _ ". 

Viceversa, 

6en xX-".o . 

W> = i + (-l-l)X-»/2. 

W b rappresenta l’inter¬ 
vallo di ampiezza X - ", e il 
cui punto medio è b. Si ha : 

W„ W'„ b = b 

x e W'„ W„ « • = • W n x = W„ a. 
Esempio : 

W' 8 1-23= 1-23:: 


Il simbolo Va ha il valore del simbolo E«r di Legendre; il 
simbolo V„a fu introdotto nella mia Nota: Approssimazioni nu¬ 
meriche, “ R. Acc. dei Lincei „, 2 gennaio 1916. Il simbolo V' 
indica l’operazione inversa di V. Il simbolo W è qui introdotto, 
provvisoriamente, per stabilire il parallelismo delle due teorie. 

Se p e q sono numeri interi, e p<z,q, allora la scrittura 
p'"q, che si legge “ l’intervallo dei numeri interi da p a q „, 
indica l’insieme dei numeri interi x tali che p-^x fS.q. È una 
notazione usata nel “ Formulario „ da me edito. 


§ 5. — Somma di più numeri abbreviati. 

Sia a calcolare la somma di m numeri, di cui conosco i 
valori abbreviati ad n decimali, b lt b 2 , ... b m . Dalla definizione 
di V', sommando si ha: 


(1) 


iv'„é = iò-f ((r»»)X-". 
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I due membri di questa eguaglianza sono classi di numeri, 
e precisamente degli intervalli. Segue: 

(2) V n IV' B i=Ii + [0-(m — l)]X-«. 


I due membri sono classi di numeri con n cifre decimali. 
Questa proposizióne si legge: 

“ Il valore abbreviato ad n decimali della somma di m nu¬ 
meri, di cui si conoscono i valori abbreviati ad n decimali, è 
eguale alla somma di questi numeri abbreviati, aumentata di 0, 
o 1, ... o (in — 1) unità dell’ultimo ordine „. Quindi V„IV'„6 
ha m valori. 

Si suole cancellare l’ultima cifra decimale di Hb, perchè 
può differire dalla somma richiesta di più unità; si considera 
cioè Siccome Xò è eguale al valore abbreviato V„_il b, 

più l’ultima cifra moltiplicata per X ", segue: 

lèe V„_iZ6 + (0-9) X-", 

e dalla (2): 

V n Z V q V„_i X/> -j- (0'" (m -f- 8)) X — ". 

Segue : 

(3) Yn- 1 1V »b 0 V„_, I b + (o-V m + 8 ) X—w 

“ Il valore abbreviato ad n — 1 decimali della somma di m 
numeri, di cui si conoscono i valori abbreviati ad n decimali, è 
eguale alla somma di questi numeri abbreviati, in cui si can¬ 
celli l’ultima cifra, e si aumenti di alcune unità dell’ultimo or¬ 
dine decimale rimasto (cioè di ordine n — 1); il numero di queste 
unità varia da 0 al quoziente di m + 8 per 10 „. 

Fissando dei limiti ad m, si hanno formule particolari: 

(f) m e 2"* 11 . o . V„_i X V’ n 6 q V„_i Zi f (0-1) X—+ 1 . 

“ Il valore con n — 1 decimali della somma di più termini, 
il cui numero non sia superiore ad 11, e dei quali si conoscono 
i valori con n decimali, si ottiene facendo la somma dei valori 
abbreviati, e cancellando l’ultima cifra; però l’ultima cifra ri¬ 
masta forse si deve aumentare di 1 unità „. 
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In modo analogo si ha: 

(5) V„_, IV' b o V„_216 + (0-V "‘jJo 98 -) X— 

da cui si deduce il caso particolare: 

m e2-101 .,o . V„_ e I V'.é o V„-2l b + (0-1) X-^. 

“ E se il numero dei termini non supera 101, si faccia la 
somma dei loro valori abbreviati con n cifre, e si cancellino le 
ultime due; tutte le cifre rimaste sono esatte, salvo l’ultima 
che forse si deve aumentare di 1 unità „. 

§ 5'. — Somma di più numeri arrotondati. 

Sia invece a calcolare la somma di in numeri, di cui co¬ 
nosco i valori arrotondati ad n decimali b lt b 2 , b m . Dalla 
definizione di W', sommando si ha: 

(1 ) I W' B b = I b + (— m'-m) X-»/2. 

Il calcolo di W„ di questa espressione si può fare colla 
formula Wa = V (a-f 1/2); e si ottiene: 

W„ X W'„ b = X b -f- (- -f- -f~) X—, 

W„ X W' B b = X b + (- ^ X-. 

Quindi W„ X W'„ b, per m pari, ha ni -f- 1 valori, e per 
m impari ha m valori. Paragonato questo risultato con quello 
della (2) pei valori abbreviati, si ha che i valori abbreviati 
danno un’approssimazione maggiore se m è pari, o eguale se in 
è impari, all'approssimazione ottenuta coi valori arrotondati. 

Se cancello l’ultima cifra di X6, e arrotondo il risultato, 
cioè considero W„_iXi, sarà: 


(2) 


^ per in pari : 

I per in dispari : 


X b e W n —ì X b + (- 5-4) X~» 
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Il calcolo di W„_iIW ' n b si può fare riducendo i W ai V 
colla solita formula; il risultato è: 

(3) W„_i I W'„ b o Wn—11 b + (V - V X-"- 1 . 

Ne risulta che se il numero m dei termini è compreso 
fra 3 e 11, il valore arrotondato un — 1 decimali della somma 
dei numeri di cui si conoscono i valori arrotondati ad n deci¬ 
mali può assumere 3 valori; mentre pei valori abbreviati si 
avevano soli 2 valori. 

Se me 12"’20, si hanno 3 valori sia per Vn-i che per W„_i. 

Cosi continuando per valori successivi di m, si vede che i 
valori abbreviati danno una approssimazione ora maggiore, ora 
eguale, mai minore, di quella rispondente ai valori arrotondati. 

Delle formule precedenti pel valore approssimato d’una 
somma, la (4) ha importanza pratica; e ad essa si potrebbe 
limitare una esposizione elementare. 

Nel caso più semplice della somma di 2 numeri abbreviati 
ad n decimali, la formula (2) dà 2 valori per Y„ ; la (3) dà 
2 valori per V„_i; la (5) dà 2 valori per V„_ 2 , e così via, 
sempre si ha un’ambiguità. Non esiste un numero intero n, tale 
che qualunque siano i numeri reali « e b, si abbia sempre 
V(« + 6) = V(V,fl + VJ). Per esempio V (1/3 + 2/3) = 1, 
mentre V [V„ (1/3) + V n (2/3)] = 0. 

Quindi in pratica conviene introdurre una notazione, per 
esempio : 

1*23.... = T2S'~1 , 25 


indicante l’intervallo di ampiezza 2 unità dell’ultimo ordine. 
Esempio : 

• 1*41.. + 223.. = 3-64. 

Una notazione consimile fu introdotta dal prof. Tanturri, 
Badici di numeri approssimati, “ Atti della R. Acc. di Torino „, 
21 maggio 1816, pag. 1156. 
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§ t>- — Prodotto abbreviato. 


Per eseguire il prodotto di due numeri approssimati, non 
volendo fare calcoli inutili, bisogna adottare la moltiplicazione 
abbreviata. 

Se i due numeri sono a = Ia r X‘ r e b = Xb s X~', ove r 
e s sono interi, positivi e negativi, e a r , b s sono cifre, il loro 
prodotto abbreviato ai termini di grado decimale n si può in¬ 
dicare con ax n b, e si può definire: 

aX n b ='Z.a r Xb,xX~ r ~ a , ove r 4- a < n. 

Si può anche ridurre alla forma: 


ax n b = I (\'„-,«)xA,xX** ove s : 



Questo prodotto è funzione simmetrica di a e di b, come 
risulta dalla definizione. Se nell'ultima formula, ai V sostituisco 
i W. cioè ai valori abbreviati sostituisco gli arrotondati, avrò 
un’espressione che non è più funzione simmetrica di a e di b. 


§ 7. — Cifre negative. 

I valori arrotondati presentano qualche analogia colle cifre 
negative considerate da Cauchy, nei “ Comptes Rendus de l’Aca- 
démie „, 16 novembre 1840 ((Euvres , serie 1, tome 5, pag. 431). 
Ogni numero si può esprimere come somma di potenze di dieci, 
i cui coefficienti sono cifre positive o negative, non superiori 
a 5. Cauchy scrisse il segno — sopra le cifre (come facciamo 
noi per le caratteristiche negative). 

Così 1917 = 2 1 2 3 = 2000 — 100 -j- 20 — 3. Se un numero 
è scritto colle cifre — 5"' -|- 4, troncandolo alla cifra decimale 
di ordine n, si ha il valore arrotondato del numero, eccetto 
quando la prima cifra soppressa è — 5, ed è seguita da cifra 
negativa. 
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Cauehy propose l'uso delle cifre negative per semplificare 
la moltiplicazione, la cui tavola si riduce ad un quarto. Egli 
dice: “ J’espère qu’en raison de leur grande utilité, l’Académie 
“ me pardonnera de l’entretenir un moment de cet objet e la 
stessa scusa serva anche per me, a trattare queste questioni 
molto utili e poco considerate. 

Alcuni autori che usano i numeri arrotondati, sottolineano 
l'ulfima cifra, se questa è aumentata (o forzata); cosi essi 
scrivono : 

Log 2 = 0-301 Log 5 = 0’699. 

Ma questa sottolinea, o segno qualunque, la cui presenza 
o assenza indica in quale delle due metà dell’intervallo definito 
dal numero arrotondato si trova il numero considerato, è pre¬ 
cisamente una cifra in base 2. Le due pseudo-eguaglianze pre¬ 
cedenti significano : 

Log2 € 0-30P-0-3015 Logo e 0-6985 l "0'699, 

cioè indicano degli intervalli, di cui sono scritti i limiti supe¬ 
rni e o inferiore, e non i loro valori medii. Invece di aggiungere 
una cifra in base 2, si fa meglio dando una cifra decimale di 
più ; o per dirla con Gauss (Opere, t. 3, p. 242) “ man besser 
thut eine Ziffer weiter zu geben „. La maggioranza degli au¬ 
tori che usano i numeri arrotondati, non introducono il segno 
per distinguere le metà deH’intervallo. 

Per approssimare un numero si dà un intervallo cui esso 
appartiene. Questo intervallo si può definire mediante i suoi 
limiti inferiore e superiore, o mediante uno di questi limiti e 
l’ampiezza dell'intervallo, o mediante l'ampiezza dell’intervallo 
e il suo punto medio, detto valore arrotondato. 

Questi metodi possono ritenersi equivalenti, finché i nu¬ 
meri si rappresentano con lettere. Ma usando le cifre, l’opera¬ 
zione dell arrotondare 1 ultima cifra in nessun caso produce sem¬ 
plificazioni; produce spesso complicazioni, e qualche volta dà 
anche risultati meno approssimati. 












